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SITZUNG VOM 30. APRIL 1917.

Uber die Bestimmung von Funktionen durch ihre
Integralwerte lings gewisser Mannigfaltigkeiten.

Von

Jouann Rapon.

Integriert man eine geeigneten Regularititsbedingungen unter-
worfene Funktion zweier Ver#inderlichen z, y — eine Punkifunkiion
f(P) in der Ebene — lings einer beliebigen Geraden g, so erhilt
man in den Integralwerten F'(g) eine Geradenfunktion. Das in Ab-
schnitt A vorliegender Abhandlung geldste Problem ist die Um-
kehrung dieser linearen Funktionaltransformation, d. h. es werden
folgende Fragen beantwortet: kann jede, geeigneten Regularitiits-
bedingungen geniigende Geradenfunktion auf diese Weise entstanden
gedacht werden? Wenn ja, ist dann f durch F' eindeutig hestimmt
und wie kann es ermittelt werden?

Im Abschnitte B gelangt das dazu in gewisser Hinsicht duale
Problem der Bestimmung einer Geradenfunktion F(g) aus ihren
Punktmittelwerten f(P) zur Losung.

SchlieBlich werden im Abschnitte C gewisse Verallgemeine-
rungen kurz besprochen, zu denen insbesondere die Betrachtung
nichteuklidischer Mannigfaltigkeiten sowie hdherer R#ume An-
laB gibt.

Die Behandlung dieser an sich interessanten Probleme ge-
winnt ein erhfhtes Interesse durch die zahlreichen Beziehungen, die
zwischen diesem Gegenstande und der Theorie des logarithmischen
und Newroxschen Potentiales bestehen, auf die an den beziiglichen
Stellen zu verweisen sein wird.
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A. Bestimmung einer Punktfunktion in der Ebene aus ihrem
geradlinigen Integralwerten.

1. Es sei f(z,y) eine fir alle reellen Punkte P = [z, y] er-
klirte reelle Funktion, die folgende Regularititshedingungen erfiille:

a,) f(z,y) sei stetig.
b,) Es konvergiere das iiber die ganze Ebenc zu erstreckende

Doppelintegral /- | )| dia
‘ f R

¢,) Wird fiir einen beliebigen Punkt P= [, y] und jedes » >0
2x
fe(r) = %j;‘(r + rcosp, y + rsing)dy
0

gesetzt, so gelte filr jeden Punkt P:
lim fp(f) = 0.

r»o
Dann gelten folgende Sitze:

Satz I: Der geradlinige Iniegralwert von [ fiir die Gerade g
mit der Gleichung xcos -+ ysine = p, der durch

4

(D) F(p,@)=F(—p,p+m)= f f(pcosp—ssing, psing+s cosp)ds

gegeben ist, ist .im allgemeinen” vorhanden; das soll heifen: auf

jedem Kreise bilden die Berihrungspunkte jemer Tangenten, (fir
welche F' nicht existiert, eine Menge vom linearen MaBe Null:

Satz II: Bildet man den Mittehwert von F(p, @) fir die Tan-

genten des Kreises mit dem Zentrum P= [z, y] und dem Radius q:

2
(I1) 'p(g) = }fo(x cosp + ysing + ¢, p)dg,
0

80 koncergiert dieses Integral fiir alle P, q absolut.
Satz IT1: Der Wert von f ist durch F eindentig bestimmt und
lipt sich folgendermapBen berechnen:

oo

dFp(9)
- oy .7}
0
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Dabei ist das Integral im STIELTIESSChen Simne zu verstehen
und kann auch durch die Formel:

, Foe)  [Fplg) ,
) =i (5 - )

definiert werden.

Indem wir zum Beweise schreiten, bemerken wir vorweg, daf
die Bedingungen a, — ¢, gegeniiber Bewegungen der Ebene in-
variant sind. Wir konnen also den Punkt [0, 0] immer als Re-
prisentanten irgendeines Punktes der Ebene betrachten.

Man erkennt nun das Doppelintegral:

> f(x, y)
1 —_dxd
( ) _,,,;_{.J;!/xt-'_y:_.g’ Yy

als absolut konvergent. Vermige der Transformation
Z=gcosp — Ssingp, y=gqsing + scosq

geht dasselbe iiber in:

In oo

.]'dcpff(qcoscp — ssing, ¢sing + scosp)ds
0 0

2n 0

=qu;ff(qcosrp — ssingp, ¢sin g + scos @)ds,
0 —

so daB man seinen Wert auch durch

2n 4=

,fdtpff(qcostp — ssing, gsing + scos@)ds =—fF(q,q.))d{p

ausdriicken kann, Nach bekannten Eigenschaften der absolut kon-
vergenten Doppelintegrale folgen hieraus die Behauptungen der
Sitze I und II

Um auf die Formel (III) zu kommen, kann man folgenden
Weg einschlagen: Einfihrung von Polarkoordinaten in (1) liefert

o in

f(r cos @, rsin @)
dr | —————do
f > yet—gq*

o
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oder mit Hilfe der Mittelwertsbezeichnung von ¢,:

i )‘-;,(r)dr_
¢

Verglichen mit dem zuletzt erhaltenen Werte von (1) resultiert:

2) F@ =2 [0

Fithrt man in dieser Integralgleichung erster Art die Varia-
blen #® = v, ¢* = w ein, 80 kann man sie leicht nach Art der be-
kannten ABELschen losen und erhiilt die Formel (III) fiir

fo(0) = £(o, 0).

Bei dieser Ableitung erscheint es aber schwer, ohne weitere
Bedingungen fiir f auszukommen, daher geben wir einer direkten
Verifikation den Vorzug.

Zuniichst ist, um die Gleichbeit der Ausdriicke (III) und (IIT)
zu zeigen, zu beweisen, daB:

lim 2@ _ o
g-roo q
Vermoge (2) ist
' E(q}| <2 fo() fo(r)fdr
=q|) =g T

<:2V3|5H0)| + %5[1 fo(¥) | ar (g<t<2q)

und dies konvergiert wegen b, und ¢, fiir ¢ > 00 gegen Null,
Die rechte Seite von (III") geht nun durch Einfiihrung von
(2) tiber in:

T dq R0 g,
e-r-o I/r’—s Vr*—gq*

Vertanscht man in dem zweiten Integral die Integrationsfolge,

so kann man nach g integrieren, erkennt dabei das Integral als
Math.-phys. Klasse 1917. Bd. LXIX. 18
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absolut konvergentes Doppelintegral, was die Vertauschung recht-
fertigt, und findet fiir obigen Ausdruck den Wert

2 .. f;,(r)
— ll.m d
e>0 ryri—

was tatsichlich f,(0) = f(0, 0) liefert, wie unschwer zu zeigen ist.

2. Es sei F(p,9) = F(— p, ¢ + m) eine Geradenfunktion,
die folgende Regularititsbedingungen erfiillt:

ag) F und die Ableitungen F,, F,,, F,,,
seien fiir alle [p, @] stetig.

by) F, Fy, pF,, pF,, und pF,, konvergieren fiir p > oo
gleichmiBig in ¢ gegen Null.

¢y) Die Integrale:

F F?‘P’ PP

JF,tpdp, f ppp P10 4D, fF,,(,,pepdp
0

konvergieren absolut und gleichmiBig in g.

Dann konnen wir beweisen:

Satz IV: Bildet man nach (IIT) bew. (III") f(P), so erfillt
dieses die Bedingungen a,, by, ¢, und liefert als geradlinige Integral-
werte das vorgelegte F(p, ). Infolge Satz III ist es die einzige
derartige Fumktion.

Fithren wir in (III) Polarkoordinaten ein, so ergibt sich:

I
z'

f(pcoszp,psinw)=—z 6pfF(9cosw+p,w+¢)dw

ip dpfF”(p + ecosw, 0 + y)do.
o

Es ist néimlich:
27 2
.pr(Q cosw+ p, 0 + P)do =‘pr(gcosco, o+ ¢)do
o v 0
—{—fdmfFPp(p cosw + ¢, 0 + P)dt
o b

und der erste Bestandteil ist wegen F(p, 9)= F(— p, p + 7)
gleich Null. Deshalb konvergiert das Produkt des Integrals mit Ip
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fir p >0 gegen Null. Auf Grund derselben Eigenschaft von F'
folgt weiter: & i

(3) f(ecosy, osiny) =5 dmfF,,(p,w-i-w)l!p—ecosmup.
Es geniigt nun, wenn wir zeigen:
+m=

(4) ff(@'! 0)de = F(OJ ;) ’

da die Bedingungen a,—c, gegeniiber Bewegungen invariant sind.
Wir setzen: "
F(p,9) = F(p,3) + cos9 - G(1, 9).

G gentigt leicht angebbaren Regularititsbedingungen. Es zer-
fallt nun dieser Zerlegung zufolge f(o, ©) in zwei Bestandteile
f,(e) und f;(p), die getrennt zu untersuchen sind. Wegen:

- g
x ml2l TV = s
fl|p—gcosw|dm= le]
’ mlis v lel=]e|

ergibt sich: ie
fi(e) = fd“’f pp(p! 2)3|P—ocosw]d_p

|PI+VP —e!
,,,f p, 2 R

el el

1 2|+ Vo' —e?
'+' Z_EIF’?(I’, z)Z IQI d.p

Dies ist nun nach ¢ von — 0o bis 4 o0 absolut integrabel,
wie durch Vertauschung der Integrationsfolge ersichtlich wird.
Als Wert des Integrales erhdlt man:

+ o + o
ff,(g)dg=$ F”(p, ’: P1+1V£ —e! e

_%f;,,(p, f;)l?\dp=F( 5
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Was nun f;(¢) anbelangt, so werden wir zeigen, daB es eben-
falls absolut integrabel ist und von — 0o bis 4 oo integriert Null
ergibt.

Wir kénnen n#mlich f,(o) folgendermaBen schreiben:

f1(e) = —[dw‘jG”(p, w)l|p —ecosw| -coswdn

ep coslon

cose + 1 ot eoste | 4P

p eCos®
m,fdm G”(p,m)[l ——

da die hinzugefiigten Glieder integriert Null ergeben, und in dieser
Gestalt fiihrt die Integration nach ¢ auf ein absolut konvergentes
dreifaches Integral. Es ist nimlich:

+
p—ecosa opcosa
f cosml‘ 0cos® ]+ 1+ ¢*cos’m de
- ~ B B e
_[p|fz 1 — 2|+ 7 |4 = A(o)

mit
. A(p)
lim ——— =

Die Integration nach o liefert als Wert des Integrales:
+ =
f fs(e)de = o,
womit (4) bewiesen ist.
Wir haben noch zu zeigen, daB f den Forderungen a,—¢,
geniigt.

Die Stetigkeit folgt aus der Darstellung (3) wegen der Vor-
aussetzungen a,—cy. Forderung b, ist gleichfalls erfiillt, denn

+00
S 1f(gcos v, gsiny)|de

ist, wie man leicht sieht, nach v integrierbar.
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Um noch ¢; nachzuweisen, bilden wir:

HE
folo) =55 f f(ocos v, gsiny)dy

2rx +
fdedw F, (0, ¥)lp —ecosw|dp
ix - -—lpg|
]/ 2_ a2

+os
T3
+ f F,(p, p) 2TV = g,

lel

+ Fy(e, 9) 15 — Fylo, ¥)1 %],

woraus man die Richtigkeit von ¢, erkennt. Damit ist Satz IV
bewiesen.

B. Bestimmung einer Geradenfunktion aus ihren
Punktmittelwerten.

3. F(p, ) = F(— p, p + =) sei eine Geradenfunktion, die
folgende Regularititsbedingungen erfille:

8;) I, F,, F, seien stetig, |Fw1 < M fir alle p, @
b;) F,-l| p| konvergiere fiir p - 0o gleichmiBig in @ gegen Null
4o
cg) f |¥,|-1|p|dp konvergiere gleichmiBig in .
Diese Bedingungen sind wieder gegeniiber Bewegungen in-
variant.
Wir bilden den Punktmittelwert von F(p, ¢) fiir P = [z, y]:
o

() fn) =+ [Flwsp+ysing, g)ds.

n
2
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Dann gilt:
Salz V: Durch Angabe von f ist F eindeutig bestimmt und
gwar isi:

(V) Flo,3)=—3= f ;: f fo(z, y)dy,

wo das Integral nach z als CAvcEYscher Hauptwert gu deuten ist
und der Wert von F fiir irgendeine andere Gerade aus der ange-
schriebenen Formel durch eine enisprechende Bewegung abgeleitet
werden kann.

Zum Beweise leiten wir aus (5) zuniichst ab:

B T B
(6) ff,(@ y)dy = —:—E—fdtppr(x cos ¢ + ysin g, @) cos pdy,
-4 w -4
g

wo A, B zwei positive Konstante sind.
Wir setzen nun, wie schon frither analog geschehen ist:

F(P! ‘P) = F(P$ O) +3in¢G(P! ‘P)!

wobei G(p, ) im Integrationsgebiete beschriinkt bleibt und fiir
p —> 00 den Grenzwert Null erhilt. Aus:

B
pr(x cos @ + ysin g, @) cos @ - sin pdy
4

= [G(zcosp + Bsing, p) — G(xcosp — Asing, )] cos g

folgt, daB der zweite Bestandteil von (6) fir 4 — 00, B — o©
den Grenzwert Null erhillt, so daB nur der erste zu untersuchen
bleibt. Durch die analoge Integration erkennt man, daB in diesem
ersten Bestandteil das Integral nach ¢ iiber jedes ¢ = O micht ent-
haltende Intervall fir A — 00, B — oo ebenfalls Null wird; es
bleibt also zu betrachten:

4+ B

lim — dq;fF (zcos @ + ysin @, 0)cospdy, 0<e<
Are ®
Byrow

-8
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Man kann dieses Integral schreiben:

+e xaoup-l;ﬂllnfp
I

—fdfp Fy(p,0)etgpdp

=
—& zcosp—Asing
und erhilt daraus, wenn A und B genfigend groB angenommen
werden, durch Vertauschung der Integrationsfolge nach einiger
Rechnung den Wert:
zoose+ Bsins (B’_'. ’) .
I &7)Bmn &
— |1 F (p,0)d
[Bo—aVE+o—p| P& O

zoose— Beine

zoose+ Asine
(A* 4 z%)sin ¢

1
+;.fz|‘i?—z1/4'+m'—-
zoose— Asine

Es geniigt, den Grenzwert des zweiten Integrales fiir A —» 00 zu
ermitteln. Wir schreiben es so:

%Z(Asine)[F(wcoss + Asing, 0) — F(zcoss — Asing, 0)]
rooss+ Asins

'_l"fllp F(p,O)d_p

zoose— Asine

roonE+ Asine
|A -I-acVA’-{—m‘-PE}
+ [l = .

p' I Fp(?} O)dp‘

zooss— Asins
Da der Logarithmus in dem letzten Integral fiir 4 — oo
gleichmdBig gegen Null geht, so folgt als Grenzwert:
-+ o0
I
,_;pr(p, o)l|p — z|dp,

-0

womit der Grenzwert von (6) erhalten wird:

ﬂj;,(w,y)dy=—%jl;'p(p,o);lp_xldp'

Es mag hier bemerkt werden, daB letzterer Ausdruck die
Randwerte des Imaginiirteils einer in der oberen Halbebene regu-
laren analytischen Funktion darstellt, fir welche die Randwerte
des Realteiles den Wert 2 F'(z, 0) haben.
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Bilden wir jetzt im Sinne der Formel (V):

_fnd:ffz(x: y)dy——fdxf F,(ps o)!'%hx,

so ist dieses Doppeli.ntegra.l absolut konvergent und filbrt wegen

l p—zidzx n?
p+z|?""—_39"f’

genau zur Formel (V)

4. Es sei nun f eine Punktfunktion mit folgenden Regulari-
tiitseigenschaften:

a,) f sei mit seinen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung
einschlieBlich stetig.

b,) Die Ausdriicke

fl@,9), Va4 1@+ 90 9), Ve + U+ 95, (2 y)

haben fiir 2% 4+ y* — 0o den Gremzwert Null.
¢,) Die Integrale

4o 4o

l - L]
J ot w [ P i,

wo D, f jede erste, Dyf jede zweite Ableitung von f bedeutet, kon-
vergieren absolut.

Diese Bedingungen sind wieder gegeniiber Bewegungen in-
variant.

Dann gilt:

Satz VI: Die aus [ nach (V) gebildete Geradenfunktion besitzt
die Pumkimittelwerte f(z, y).

Es geniigt, den Beweis fiir den Nullpunkt zu erbringen. Fir
eine beliebige Gerade durch diesen ergibt (V) nach einer partiellen
Integration:

400 400
F(o, ) = ;I;ff[f“cos’q; + 2f,,sinpcos g

+ f,,sin* @]l | zcos @ + ysin g | dzdy
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oder nach Einfithrung von Polarkoordinaten g, 4:

F(o,9) = f ede f 21 cos* (9 — )

0 sin(p —)con(p—3) | 3 sin*(p—y)

+ 2

dedy e ot e?
of sin* (p — )
+ de e
of s — ) coB
— 2 gt @ VRE =W} oos (9 — ) | dy.

Um den Punktmittelwert fiir [0, 0] zu bilden, kann man die
Integration nach ¢ unter dem Doppelintegral von © bis 27 aus-
fihren und hat dann noch durch 2z zu dividieren. Das Glied mit
:]
g%,, das dabei zum Vorschein kommt, fallt vermdge Integration
nach v weg und es bleibt:

2n ©
oo T8~ ) + 2ie & o3

was sich in der Tat auf f(0, 0) reduziert.

Um die eindeutige Bestimmtheit von F zu zeigen, wiiren die
Bedingungen a;—c; als erfiillt nachzuweisen, was offenbar noch
weitere Voraussetzungen fiber f notig macht.

5. Es moge hier folgende Bemerkung Platz finden, die ich,
wie iiberhaupt die Problemstellung B, Herrn W. BrAsCHEE ver-
danke: Die beiden hier behandelten Aufgaben stehen in engem Zu-
sammenhange mit der Theorie des NEwronschen Potentials. Be-
trachten wir ntimlich den Ubergang von einer Punktfunktion f zu
ihren geradlinigen Mittelwerten ¥ als eine lineare Funktional-
transformation F— Ef,

und ebenso den Ubergang von einer Geradenfunktion F' zu ihren
Punktmittelwerten »: v = BF

so liegt es nahe, die zusammengesetzte, durch
v = Hf = B[Rf] = BRf
definierte Transformation H = BR zu betrachten.
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Man sieht nun sofort, daB Hf nichts anderes ist, als das
Newronsche Potential der mit der Massendichte i— f belegten Ebene

in den Punkten der Ebene selbst. Daraus kann man nach einer
Bemerkung von G. HerGgrorz die Umkehrung der Transformation
H gewinnen; es ergibt sich dabei:

+o0 400

dﬂ (r)
f(B)=Hw=—1 22T uf‘/‘”’(”)d ‘dy
L]

wo v, eine zu den frither eingefiihrten analoge Mittelwertsbezeich-
nung ist und 4 den Larraceschen Operator bedeutet.

Nun liegt der Gedanke nahe, die in 1.—3. direkt geleitete
Umkehrung von B und H durch den Ansatz

R '=H'B baw. B~'= RH-!

zu leisten. Tatstchlich habe ich die Umkehrungsformel (IV) zuerst
auf diesem Wege gefunden, aber eine strenge Durchfiihrung dieses
Gedankens scheint schwieriger zu sein als die direkte Verifikation
und versagt auch in den gleich zu besprechenden nichteuklidischen
Fillen.

SchlieBlich sei bemerkt, daB die in 4 und B zugrunde ge-
legten Regularititsbedingungen selbstredend bei weitem nicht die
allgemeinsten sind, wie sich an einfachen Beispielen zeigen 14Bt.

C. Verallgemeinerungen.

6. Eine weitgehende Verallgemeinerung des in A behandelten
Problems lieBe sich etwa folgendermaBen formulieren: es sei eine
Fliche S gegeben, auf der irgendwie ein Bogendifferential ds de-
finiert sei, ferner eine zweifach unendliche Schar von Kurven C
auf 8. Es soll eine Punktfunktion der Fliche aus ihren Integral-
werten ffds lings der Kurven C bestimmt werden.

Die nichstliegende Spezialisierung erhiilt man, wenn man fiir
S eine nichteuklidische Ebene, fiir ds das zugehorige Bogenelement
und fiir die Kurven C die Geraden nimmt. Im elliptischen Falle
kann man die Aufgabe auf die Kugelgeometrie hiniiberspielen;
indem man in bekannter Weise ein diametrales Punktepaar der
Kugel als Punkt der elliptischen Ebene deutet, erhiilt man die
Aufgabe, eine gerade — d. h. in diametralen Punkten gleich-
wertige — Funktion auf der Kugel aus ihren GroBkreisintegralen
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zu bestimmen. Mmwgowskr hat diese Aufgabe im Prinzip zuerst
behandelt!) und durch Entwicklung nach Kugelfunktionen geldst;
P. Funk hat spiter die Mmvkowskische Lésung durchgefithrt und
gezeigt, wie man die Losung mit Hilfe der ABeLschen Integral-
gleichung finden kann?) und dieser Methode verdanke aunch ich die
Losung des Problems A. Die Fuxksche Ldsung ist ganz analog
zu (III), nur tritt in den Nenner der Sinus des sphirischen Radius
und additiv zu dem Integral der Wert von F im Pole des betreffen-
den GroBkreises dividiert durch . Aber auch in der hyperbolischen
Ebene hat die gestellte Aufgabe die zu (III) analoge Losung:

1 dFp(g)
f(P) = _;n Ging

(es ist hier das KrimmungsmaB = — I angenommen), wie sich ganz
konform zu der in 1. angedeuteten Ableitung von (III) zeigen 1&Bt.

In beiden Fillen kann man auch die zu B. analoge Frage
stellen. In der elliptischen Geometrie erhiilt man vermdge der ab-
soluten Polaritit nichts Neues, im hyperbolischen Falle scheint eine
zu (V) analoge Lisung nicht zu existieren.

Eine zweite Spezialisierung ergibt sich, wenn man (in der eukli-
dischen oder nichteuklidischen Geometrie) als Kurven C die Kreise
mit konstantem Radius nimmt. Hier kann man auf der Kugel die
Mmowskrsche Behandlung mit Kugelfunktionen anwenden und die
Aufgabe in gewissem Grade lésen. Interessant ist in diesem Falle,
daB die Eindeutigkeit der Ldsung verloren gehen kann; es gibt
niimlich fir gewisse, durch die Nullstellen der LEecExDREschen
Polynome gerader Ordnung definierte Radien ¢ gerade Funktionen
auf der Kugel, die lings jedes Kreises vom sphirischen Radius ¢
integriert, Null ergeben, ohne identisch zu verschwinden. Im eukli-
dischen Falle tritt an Stelle der Kugelfunktionenreihen das Inte-
graltheorem der Besselfunktionen; hier gibt es stets Funktionen,
die iiber alle Kreise von festem Radius integriert, Null geben und
doch nicht identisch verschwinden; ist der Radius 1, so sind es
(in Polarkoordinaten g, @) die Funktionen

Ju(xrg) Co8 ﬂ'¢! Js(xvg) s‘i'n ”q’ ’

und ihre Linearkombinationen, wo z, ecine Nullstelle von J; ist.
Im hyperbolischen Falle treten an Stelle der Besselfunktionen die

1) Ges. Abh., Bd. II, 8. 277f. 2) Math. Ann., Bd. 74, 8. 283—288.
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sogenannten Kegelfunktionen, fiir die das zugehdrige Integraltheorem
von WeyL?') bewiesen ist. Die Ergebnisse sind analog zum eukli-
dischen Falle.

7. In anderer Richtung verallgemeinern sich die Ergebnisse
von A und B beim Ubergang zu hoheren Réumen. In einem
euklidischen B, kann man eine Punktfunktion f(P) =f(z,, 23, ... z,)
aus ihren Integralwerten F(e, ... a,,») iber alle Hyperebenen
oz + -+ ez, =p (af+ -+ ¢! = 1) zu bestimmen trach-
ten. Analog zu dem in 1. eingehaltenen Vorgang bilden wir den
Mittelwert F,(g) von F tber die Tangentialebenen der Kugel vom
Zentrum [0, 0 ... 0] und Radius ¢. Er ist durch das # — 1fache
Integral:

Fy(q) = g | Fle 9)dw

2m?
n
r(3)
fliche der n-dimensionalen Kugel &} + - - + o? = 1 bedeutet.

Man kann F, durch ein #-faches Integral fiber f darstellen
und zwar ergibt sich:

gegeben, wo do das Oberflichenelement, 2 = die Ober-

i 2 SR 3 __on 3
@ F@=-5" f'.’nff(m.,...x,)"*’f L
1>

n
- SRR

¢ @+ tad) T
oder in einer nun schon oft verwendeten Mittelwertsbezeichnung:

Fo(g) = ﬂ'._lfa(f)(f’ — ’)_’rdf.

Dies ist die zu (1) analoge Formel, an die sich entsprechende
Folgerungen anschlieBen. Die Substitution s =9, ¢* =« fahrt
auf die Integralgleichung:

s-2
* dv.

o) =22 fo@) e —w

u

1) Gott. Nachr. 1910, 8. 454.

dx
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Ist n gerade, so ergibt (% — I)-maliges Differentiieren nach
u dieselbe Gleichung wie (2) und man kann hieraus
p(0)=f(o,0,...0)
finden, wozu also bei gegebenem F' die Bildung von F, Differen-
tiationen und eine Integraloperation ndtig sind. Bei ungeradem n
fallt diese Integraloperation weg, denn jetzt ergibt ("T_’)-mligea
Differentiieren: Y

w(o)=ﬁ@ T)(O)-

Besonders einfach gestaltet sich der dreidimensionale Fall;
diesen kann man aber auch nach einer Methode behandeln, die zu
5. analog ist und sehr elegante Ergebnisse liefert. Aus (7) geht
némlich fiir ¢ = 0 der Punktmittelwert von F hervor:

Fo="1 _T@ne) dzdydz,
2 Vat+y*+2*
der als das Newronsche Potential des mit der Massendichte §f
belegten Raumes anzusprechen ist. Also folgt:

I P —
f(xiy?£)=_§AF1

wo F den Punktmittelwert von F' bedeutet.

Hier kann man auch die zu B. analoge Aufgabe lésen und
findet nach der in 5. angedeuteten Methode fiir eine Ebenen-
funktion F, deren Punktmittelwerte f bekannt sind:

1
F(E)=— = f dfdo,
wo do das Flichenelement der Ebene E ist. 4 ist der LaAprLAck-

sche Operator fiir den dreidimensionalen Raum, die Integration iber
die ganze Ebene E zu erstrecken.

Druckfertig erklirt r. X. 1917.]



